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Notre but: Modéliser le champ de distribution Py indexé par
X, en se basant sur des échantillons localisés.
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A. Gautier

Motivation

Objectif: Estimer des distributions indexées par x
m Modele paramétrique: Py vient d'une famille
paramétrique donnée, on cherche les “meilleurs”
parametres.!
m Régression distributionelle: Pour chaque x; séparément
on estime la densité locale, puis on interpole les courbes.

1Zhu and Sudret, Emulation of stochastic simulators using generalized
lambda models.




Les difficultés

Le SLGP

A. Gautier

Mizifeetion Objectif: Estimer des distributions indexées par x




Les difficultés

Le SLGP

A. Gautier

Mizifeetion Objectif: Estimer des distributions indexées par x

m Pour des variations de pdf en forme et modalités




Les difficultés

Le SLGP

A. Gautier

Mizifeetion Objectif: Estimer des distributions indexées par x
m Pour des variations de pdf en forme et modalités

m Avec des tailles d'échantillon modérées




Les difficultés

Le SLGP

A. Gautier

Mizifeetion Objectif: Estimer des distributions indexées par x
m Pour des variations de pdf en forme et modalités
m Avec des tailles d'échantillon modérées

m Avec peu de réplications




Les difficultés

Le SLGP

A. Gautier

Mietivatiten Objectif: Estimer des distributions indexées par x

m Pour des variations de pdf en forme et modalités
m Avec des tailles d'échantillon modérées

m Avec peu de réplications

m Avec quantification de I'incertitude




Les difficultés

Le SLGP

A. Gautier

Mietivatiten Objectif: Estimer des distributions indexées par x

m Pour des variations de pdf en forme et modalités
m Avec des tailles d'échantillon modérées

m Avec peu de réplications

m Avec quantification de I'incertitude

Notre approche: Utiliser un modele bayésien non
paramétrique
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Extension spatiale du LGP?

On considere un processus Gaussien Z , (r6le latent).
— fonctions aléatoires de x et y.

Le SLGP

2Lenk, “Towards a Practicable Bayesian Nonparametric Density
Estimator”; Tokdar and K. Ghosh, “Posterior consistency of logistic
Gaussian process priors in density estimation”.
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— fonctions aléatoires de y, indexées par x.
Zyy

Le SLGP

On le rend positif en considérant e
— fonctions aléatoires positives de y, indexées par x.

2Lenk, “Towards a Practicable Bayesian Nonparametric Density
Estimator”; Tokdar and K. Ghosh, “Posterior consistency of logistic
Gaussian process priors in density estimation”.
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Extension spatiale du LGP?
On considere un processus Gaussien Z ,, (r6le latent).
— fonctions aléatoires de y, indexées par x.
Zyy

Le SLGP

On le rend positif en considérant e
— fonctions aléatoires positives de y, indexées par x.
e

[ e% du

— fonctions aléatoires positives de y, s'intégrant a 1 et

indexées par x.

On renormalise selon y:

2Lenk, “Towards a Practicable Bayesian Nonparametric Density
Estimator”; Tokdar and K. Ghosh, “Posterior consistency of logistic
Gaussian process priors in density estimation”.
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On regarde 3 réalisations d'un SLGP en faisant varier x.

Le SLGP ‘

x=0.00 |
L ¢ . . : |
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
GP exp(GP) exp(GP) renormalisée

759
5.0
254

2.5 T T T T T T T

T T T T T T T
000 025 050 075 1.00000 025 050 075 1.000.00 025 050 075 1.00

y
(=) (+)

'Moyenne: 0; Noyau: Matérn 5/2 variance 1, lengthscale 0.1 en x et y.
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eZX,,V

[ e%v du
Avantages:

Le SLGP:

Le SLGP

m modele flexible, pas limité a une famille paramétrique

m permet d'intégrer des données (méme sans réplications)

m approche Bayésienne: prédiction probabiliste

m permet d'encoder des informations via le GP.
Inconvénients:

m computationellement assez lourd

m peut demander d’estimer des hyper-parameétres.
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Quelques applications
m Optimisation stochastique
m Problémes inverses stochastiques
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En optimisation stochastique

Objectif: Pour un systéme (complexe) stochastique dont la
sortie Yy suit une distribution Py inconnue, on veut optimiser
une fonctionelle g:

ing(P.
min g(Px)

Exemples de fonctionnelles: la moyenne, médiane, quantile
donné, variance...

Avec le SLGP:
m On estime Py, et donc g(Px)
m On utilise le SLGP pour guider I'acquisition de données et
répondre a la question:
Ou evaluer le systeme pour gagner de |'information?
Athénais Gautier, David Ginsbourger, and Guillaume Pirot.

Goal-oriented adaptive sampling under random field modelling

of response probability distributions. 2021. arXiv: 2102.07612
[stat.ME]
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En probléme inverse stochastique

Probleme direct: trouver la réponse d'un systéme a une

entrée x.
Paramétre x € D ——> Modele direct ¥ ——> Réponse Y

Probléeme inverse: Trouver le x* qui a généré y,.r.
Paramatre X € D G S Réponse yyef

Approche probabiliste:
m Mettre un prior sur x: 7[x]

m Théoreme de Bayes: m[x|Yx = yrer] o w[X]7[Yx = Vrer|X]

— demande la vraisemblance 7[Yx = y|x].
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Approximate Bayesian Computation (ABC).

LesteP On simule une réponse yy associée a x et la compare avec
A. Gautier A(yref,}/x)
L’approximation:

7 [X| Ve = Vrer] & 7 [X|A(yrer, Ya) < ] pour e petit

Postérieur ABC:
7 [X[A(yref, Yx) < €] o< wx]m [A(yrer, Yx) < €[x]

ABC rejection sampling algorithm: Approximer le postérieur
ABC avec des simulations.
m Demande beaucoup de simulations dont la plupart sont
rejetées.
m Le choix des x n'est pas libre mais doit étre en rapport
avec le prior.
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Accélérer ABC |

m Markov chain Monte Carlo ABC

Marjoram et al., “Markov chain Monte Carlo without
likelihoods"

m Sequential /population MC ABC

Bonassi and West, “Sequential Monte Carlo with Adaptive
Weights for Approximate Bayesian Computation”

Del Moral, Doucet, and Jasra, “An adaptive sequential
Monte Carlo method for approximate Bayesian
computation”

Lenormand, Jabot, and Deffuant, “Adaptive approximate
Bayesian computation for complex models”

Sisson, Fan, and Tanaka, “Sequential monte carlo without
likelihoods"

Toni et al., “Approximate Bayesian computation scheme
for parameter inference and model selection in dynamical
systems”



Accélérer ABC Il

Le SLGP m Synthetic likelihood

A. Gautier m Price et al., “Bayesian synthetic likelihood”

m Wood, “Statistical inference for noisy nonlinear ecological
dynamic systems”

m Wilkinson, “Accelerating ABC methods using Gaussian

processes”
m Jarvenpai et al., “Efficient acquisition rules for
e model-based approximate Bayesian computation”

m Jarvenpaa, Vehtari, and Marttinen, “Batch simulations and
uncertainty quantification in Gaussian process
surrogate-based approximate Bayesian computation”

m Quantile-based

m Kacprzak et al., “Accelerating Approximate Bayesian
Computation with Quantile Regression: application to
cosmological redshift distributions”




Une application en hydrogeologie

ke SLGR Situation: Un contaminant est relaché a profondeur x (Om a

10m.) et se répand dans un acquifére de structure inconnue.

En se basant sur des courbes de concentrations observées, on
cherche x.3

A. Gautier

3Gautier, Ginsbourger, and Pirot, “Probabilistic ABC with Spatial
Logistic Gaussian Process modelling”.
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A. Gautier
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3Gautier, Ginsbourger, and Pirot, “Probabilistic ABC with Spatial
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Simuler une structure géologique plausible.

Simuler la réponse associée a cette géologie et profondeur
X.

Calculer la dissimilarité entre courbe simulée et observée.
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< £ 500 W
a 3
by @
a ]
75
100
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Log-permeability Contaminant concentration
- o
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(a) x = 4.49m, misfit ~ 0.09




b

u

b
UNIVERSITAT
BERN

Le SLGP

A. Gautier

Une application en hydrogeologie 2/2

Nouvelles simulations pour une source x par:

Depth [m]

Simuler une structure géologique plausible.

Simuler la réponse associée a cette géologie et profondeur

X.

Calculer la dissimilarité entre courbe simulée et observée.

0.0 0.0
— 25 — — 25
< - s s
= * = = °
£ 50 £ g 50
@ @ @
] o a
75 75
100 100
0 4 8 12 0 4 8 12
Width [m] Time [s] Width [m] Time [s]
Log-permeability Contaminant concentration Log-permeability Contaminant concentration
o —-—— o
7 5 4 2 000 001 002 003 004 7 5 4 2 000 001 002 003 004

(a) x = 4.49m, misfit ~ 0.09

(b) x = 4.69m, misfit ~ 0.35
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Le SLGP . -
Nouvelles simulations pour une source x par:

A. Gautier

Simuler une structure géologique plausible.

Simuler la réponse associée a cette géologie et profondeur
X.

Calculer la dissimilarité entre courbe simulée et observée.

0.0 0.0
—_ —_ 25 —_ —_ 25
E £ £ E
°*
£ g 5o W £ £ 5oy
by @ @ @
a ] o a
75 75
100 100
0 4 8 12 0 4 8 12
Width [m] Time [s] Width [m] Time [s]
Log-permeability Contaminant concentration Log-permeability Contaminant concentration
e —-—— C e————
7 5 4 2 000 001 002 003 004 7 5 4 2 000 001 002 003 004
(a) x = 4.49m, misfit ~ 0.09 (b) x = 4.69m, misfit ~ 0.35

— Apprendre la distribution de la dissimilarité
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Postérieur ABC:
™ [X‘A(Yrefa)/x) S 6] X 7T[x]7T [A(Yref, YX) S €|x]

A. Gautier

1.00 1.00
o o
075 075
$ s o | B, e
2 050 o — 20501 g me o0 S&‘f e,
B ° @ e 8"0
025 025 -
= = .
0.00 0.00
00 25 50 75 100 00 25 5.0 75 100
Source depth x [m] Source depth x [m]
1.00
s
075
8
g 050
~—7 Qo2s
e
E 0.00
00 25 5.0 75 100 00 25 50 75 100
Source depth x [m] Source depth x [m]
0 points under treshold 0.15 2 points under treshold 0.15

(2) n=10 (b) n=100




b

u

b
UNIVERSITAT
BERN

Le SLGP

A. Gautier

stochastiques

En hydrogéologie: les résultats

But: Trouver la source qui donne les courbes de référence
Postérieur ABC:
™ [X‘A(Yrefa)/x) S 6] X 7T[x]7T [A(Yref, YX) S €|x]
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- Merci de votre attention!
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Le SLGP

A. Gautier

Une remarque: Pour un GP (Zt)(x,t)epx7 €t un champ
aléatoire (Rx)xep:

[z 2@ d\(u)  [gelZut Rl di(u)

= 1
fT eZx,u(w) d)\(u) fT elZx,utR:](w) d)\(u) ( )

Comment caractériser les SLGPs ?




La caractérisation du processus: cas " continu”

Le SLGP

Soit un processus de SLGP (Yi t)(x,t)epx7, avec Yx. presque
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A. Gautier

Alog Yy ¢t = log Yyt — log Yy ¢/

est indistinguable d'un GP continu sur D x T2.




La caractérisation du processus: cas " continu”

Le SLGP

Soit un processus de SLGP (Yi t)(x,t)epx7, avec Yx. presque
surement une pdf continue et strictement positive pour tous les
x simultanément. Y est indistinguable d'un SLGP si et
seulement si

A. Gautier

Alog Yy ¢t = log Yyt — log Yy ¢/

est indistinguable d'un GP continu sur D x T2.

Dans le cas continu, le SLGP se caractérise par

m([x, t1, t2]) = E [log Yy, — log Yx.t,] (2)
k([x, t1, ta], [¥, £}, £}]) = Cov (log Y, — 10g Yz, 10g Yo — log
(3)
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Question: On sait que la régularité spatiale d'un GP

Z ~ GP(0, k) peut étre imposée en prennant un noyau k
régulier.

Qu’en est-il du SLGP ?




Régularité spatiale du SLGP

Le SLGP

A. Gautier

Question: On sait que la régularité spatiale d'un GP

Z ~ GP(0, k) peut étre imposée en prennant un noyau k
régulier.

Qu’en est-il du SLGP ?

Si le noyau de covariance sous-jacent est régulier, le SLGP
hérite d'une partie de cette régularité.




b

u

b
UNIVERSITAT
BERN

Régularité spatiale du SLGP en images

Le SLGP

Continuous non-differentiable Infinitely differentiable
A. Gautier
24
14 il
Aspects théoriq 5
2
0 g
~14
)
=
g
6
)
=1
41 g
g
3
2
21 S
04

0.00 0.25 0.50 0.‘75 1.‘00 O.IOO O,I25 0.50 0.75 1.00
t

Figure: Logistic density transformation of functions with varying
smoothness
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de([x, 8], [, ¢) < Comax([lx = x|, [le = 122)  (4)
avec d2 la semi-distance canonique de k:

di(x, 8], ¢, 1) = k ([x, 1], [x, t])+k (X, ], [X', £]) —2k ([x, 2], [X'




La régularité spatiale du processus

uuuuuuuuuuu

Le SLGP

S'il existe C, a1, > 0 tels que V(x,x') € D?,(t,t') € T2

A. Gautier

de([x, 8], [, ¢) < Comax([lx = x|, [le = 122)  (4)
avec d2 la semi-distance canonique de k:
i (b 1, ¢, £]) = ke (B 8], [, 6]) ke (X €], [, 1) =2k ([x, ], [X
Pour tout v > 0,0 > 0,il existe K, 5 tel que pour tout
x,x' € D?:

E [du(Yx,» Ye,)] < Kysllx — x/“ggl/Z—zs
E [KL(Ys, Yo, )] < Kygllx = X0 (5)
E [drv(Ye, Ve )] < Ky slx — X350
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Les défis de I'implémentation

Le SLGP

A. Gautier

er,t

ZX u

J7e#udAu

m Le SLGP est intrinséquement infini-dimensionnel en raison
de I'intégrale au dénominateur.

—— Le modele Y ; = (x,t) e DxT

m Comment la calculer ?
m Comment conditionner sur des données?

m Comment estimer les hyper-paramétres du modele?




Une implémentation en rang fini

Le SLGP
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On considére des processus de rang fini:

p
VxeD, teT, Zy:= Z VAi(x, t)e;

j=1
p € N, A\; > 0,les f; sont des fonctions de base D x T et ¢;'s
sont i.i.d. A(0,1).




Une implémentation en rang fini

Le SLGP

A. Gautier

On considére des processus de rang fini:

p
VxeD, teT, Zy:= Z VAi(x, t)e;

j=1
p € N, A\; > 0,les f; sont des fonctions de base D x T et ¢;'s
sont i.i.d. A(0,1).

— Permet d'approximer I'intégrale avec une quadrature.




Choix des fonctions de base: les RFF

Le SLGP

A. Gautier

Un noyau k stationnaire peut &tre approximé par kger:
02 &
krre(x,y) = 27p ;COS(W,'TX + uj) cos(w/y +ui)  (6)

ol 02 = k(0,0), les w;'s sont des tirages i.i.d. de la densité
spectrale de k et les u;'s sont des tirages i.i.d. (0, 27).
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ol 02 = k(0,0), les w;'s sont des tirages i.i.d. de la densité
spectrale de k et les u;'s sont des tirages i.i.d. (0, 27).

I satisfait E[kgrre] = k.




Choix des fonctions de base: les RFF

uuuuuuuuuuu

Le SLGP

A. Gautier

Un noyau k stationnaire peut &tre approximé par kger:
02 &
krre(x,y) = 27p ;COS(W,'TX + uj) cos(w/y +ui)  (6)

ot 02 = k(0,0), les w;'s sont des tirages i.i.d. de la densité
spectrale de k et les u;'s sont des tirages i.i.d. (0, 27).

I satisfait E[kgrre] = k.

p
Wgrer(x) = \/;Tp '216i cos(wl-Tx + uj) ou ¢; sont i.i.d.
=

N(0,1), est un GP (0, kger(x, y)).




Conditionnement sur des données
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Données: des emplacements (x;); € D", et les données
observées correspondantes (t;); € 7".
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Le SLGP

A. Gautier

Données: des emplacements (x;); € D", et les données
observées correspondantes (t;); € 7".

Implémentation

En assumant que les données sont indépendantes, le théoreme
de Bayes donne:

n _/ 1 VA (X0 ti)ej

7(e|Th) x m(e (M)
i=1 / ij 1 \/_Jf)(x” u)ej du




Conditionnement sur des données

Le SLGP

A. Gautier

Données: des emplacements (x;); € D", et les données
observées correspondantes (t;); € 7".

Implémentation

En assumant que les données sont indépendantes, le théoreme
de Bayes donne:

n _/ 1 VA (X0 ti)ej

7(e|Th) x m(e (M)
i=1 / ij 1 \/_Jf)(x” u)ej du

— Implémentable en MCMC
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SLGP entrainé

LestGp On apprend 7r[l|'emperature | emplacement en Suissg]

A. Gautier

y pour le SLGP x pour le SLGP
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Probabilité d’excursion
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Si je sais que la temperature y,r est plus faible que —15°C, ou
suis-je?
(Avec un prior uniforme sur la Suisse)

A. Gautier
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